Regularized trace of the Laplace-Beltrami operator perturbed by the
  function on manifolds with specially perturbed sphere metric by Zykova, T.
ar
X
iv
:1
40
4.
48
10
v1
  [
ma
th.
SP
]  
18
 A
pr
 20
14
Регуляризованный след оператора Лапласа-Бельтрами
возмущенного оператором умножения на функцию
на многообразиях со специальным возмущением
метрики сферы
Т.В.Зыкова
16 апреля 2014 г.
Рассмотрим M - двумерное компактное замкнутое многообразие без края
такое, что
1)M ∈ SC2pi [1], т. е. все геодезические M замкнуты и имеют одинаковую длину
2π;
2) Метрика M является возмущением метрики стандартной сферы S2. Т. е.,
пусть в R3 есть координаты (u1, u2, u3) и известна их связь с декартовыми коор-
динатами (x, y, z), позволяющая выписать в этих координатах евклидову мет-
рику ds2 = dx2 + dy2 + dz2 в R3, а ограничением этой получившейся метрики
на сферу единичного радиуса (как правило заменой одной из переменных, на-
пример, u3 на единицу), получить общий вид стандартной метрики двумерной
сферы в координатах (u1, u2):
ds2 = A(u1, u2)du
2
1 + 2B(u1, u2)du1du2 + C(u1, u2)du
2
2, (1)
где A(u1, u2), B(u1, u2), C(u1, u2) таковы, что ds
2 является римановой и
A(u1, u2)C(u1, u2)−B2(u1, u2) > 0. Тогда под метрикой M , будем понимать мет-
рики вида
ds2p = Ap(u1, u2)du
2
1 + 2Bp(u1, u2)du1du2 + Cp(u1, u2)du
2
2, (2)
для которых верно:
а) Ap(u1, u2), Bp(u1, u2), Cp(u1, u2) таковы, что ds
2
p является римановой,
Ap(u1, u2)Cp(u1, u2)−B2p(u1, u2) > 0 и геодезические получившейся метрики замк-
нуты и имеют одинаковую длину 2π.
б) Ap(u1, u2) = A(u1, u2) + PA(u1, u2), Bp(u1, u2) = B(u1, u2) + PB(u1, u2),
Cp(u1, u2) = C(u1, u2) + PC(u1, u2), то есть возмущения таковы, что при обнуле-
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нии функций PA(u1, u2), PB(u1, u2), PC(u1, u2), мы получим стандартную метри-
ку сферы ds2.
Приведем известные примеры таких метрик:
(I) Метрика на сфере ds2 заданная в полярных координатах, а dsp являющаяся
метрикой вращения Цолля (см., например, [1]);
(II) Метрика на сфере ds2 заданная в сферо-конических координатах, а dsp за-
данная двухпараметрическим семейством C∞-гладких метрик (попарно неизо-
метричных) (см. для подробностей [2]).
Мы будем исследовать оператор Лапласа-Бельтрами возмущенный комплекс-
нозначной функцией q на многообразиях типаM . Следует отметить, что в такой
общей постановке задача нахождения регуляризованного следа для оператора
Лапласа-Бельтрами прежде не рассматривалась. В 1991 году В.А. Садовничим
и В.В. Дубровским в [3] для S2 и нечетного потенциала q впервые была получена
формула следа со скобками:
µ0 +
∞∑
k=0
[
2k∑
i=0
µki − k(k + 1)(2k + 1)
]
= − 1
8π
∫
S2
q2dS.
Позже В. Е. Подольский [4], применив к этой задаче суммирование по Абелю
и затем к полученной формуле тауберову теорему Литлвуда, доказал, что ряд
сходится без скобок (но этот случай является единственным исключением). Поз-
же В.Е. Подольским [5] были получены аналогичные формулы для любых сте-
пеней собственных чисел оператора Лапласа-Бельтрами с потенциалом на ком-
пактных симметрических пространствах ранга 1. А.Н. Бобров предпринимал
попытку [6] найти след оператора Лапласа-Бельтрами с потенциалом на поверх-
ности вращения Цолля, но допустил неточность (не была учтена необходимость
построения оператора аналогичного −∆˜M введенного в этой работе, см. ниже) и
приведенную им фомулу нельзя считать окончательно верной, но результат для
случая простой сферы S2 и произвольной комплекснозначной функции q ∈ C∞
был получен. В.А. Садовничий и З.Ю. Фазуллин для оператора возмущенного
произвольной комплекснозначной функцией лучшей гладкости: в 2005 году для
q ∈ C2(S2)[7], а в 2011 году для q ∈ W 21 (S2)[8] получили формулу регуляризо-
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ванного следа:
∞∑
k=0
[
2k∑
i=0
µki − k(k + 1)(2k + 1)− c0
]
= 2c1,
где c0 =
1
4π
∫
S2
q(ω)dω, c1 =
1
32π3
∫
S2
∫
S2
q(ω)q(ω0)√
1− (~ω, ~ω0)2
dωdω0− 1
16π
∫
S2
q2(ω)dω, (~ω, ~ω0)
- скалярное произведение векторов ~ω = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ) и
~ω0 = (cosϕ0 sin θ0, sinϕ0 sin θ0, cos θ0).
В этой работе будет приведена формула следа, обобщающая посчитанные
ранее частные примеры.
Кратко обратимся к схеме построения регуляризованного оператора Лапласа-
Бельтрами на многообразиях типа M .
Для нормализованного оператора Лапласа-Бельтрами на стандартной сфере
S2 хорошо известен (см., например, [10]) его спектр, который состоит из точек
κki = k(k + 1), (3)
где k = 0, 1, . . . ; i = 1, . . . , Nk, где кратность Nk = 2k+1. Обозначим через −∆˜M
псевдодифференциальный оператор (далее ПДО) второго порядка наM , спектр
которого совпадает с κki.
Пусть −∆M - оператор Лапласа-Бельтрами на многообразииM . А. Вейнстейн
в [11] указал на то, что оператор −∆M представим в виде −∆M = −∆˜M +B, где
B - ПДО нулевого порядка. Такое представление позволило полагать, что основ-
ные результаты этой работы, посвященной исследованию асимптотик кластеров
разностей собственных значений возмущенного и невозмущенного операторов,
применимы к собственным числам оператора −∆M . Но для получения оконча-
тельного вида асимптотик кластеров, необходимо знать символ оператора B или
его усреднение. А. Вейнстейн выдвинул гипотезу, что символом усреднения сим-
вола такого возмущения является усреднение гаусовой кривизны многообразия
вдоль геодезической. Позже, в 1997 году С. Зельдич [12], вычислил явный вид
символа усреднения, указав, что помимо предполагаемого А. Вейнстейном, есть
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еще один член не всегда равный нулю:
1
8π
∫
γ

KM − 1 +

1
3
(KM)vu
3
r∫
0
(KM)vJ
3dt− (KM)vu2J
r∫
0
(KM)vuJ
2dt



 dr,
(4)
здесь KM - гауссова кривизна многообразия, γ — произвольная геодезическая,
v-единичный вектор нормали к геодезической γ, J(r, ω) - объемная плотность
в геодезических полярных координатах, то есть dvol(γ) = J(r, ω)drdω, u и v -
фундаментальные решения уравнения Якоби вдоль геодезической γ с условия-
ми
(
u(0) v(0)
u˙(0) v˙(0)
)
=
(
1 0
0 1
)
.
Нам удобней рассматривать эту функцию не на пространстве геодезических,
а на кокасательном расслоении единичных сфер, поэтому перепишем ее в сле-
дующем виде:
σav =
1
2π
2pi∫
0
(exp tΞ)∗(σ)dt, где
σ =
1
4

KM − 1 +

1
3
(KM)vu
3
r∫
0
(KM)vJ
3ds− (KM)vu2J
r∫
0
(KM)vuJ
2ds



 ,
(5)
и Ξ - гамильтоново векторное поле на кокасательном расслоении T ∗M \ {0}.
Обозначим собственные числа −∆M через λki, где k = 0, 1, . . . ; i = 1, . . . , 2k+
1. Здесь двойная нумерация согласована с нумерацией κki. Отметим, что для
собственных чисел оператора −∆M имеет место следующая оценка [13]:
|λki − κki| = O(1). (6)
Далее рассмотрим −∆M + q — оператор Лапласа-Бельтрами возмущенный
комплекснозначной функцией на M и обозначим собственные числа этого опе-
ратора через µki, где двойная нумерация согласована с нумерацией λki (а значит,
и с нумерацией κki), и также k = 0, 1, . . . ; i = 1, . . . , 2k + 1, и также верна
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аналогичная оценка:
|µki − λki| = O(1). (7)
Наша задача получить формулу регуляризованного следа для собственных
чисел оператора −∆M+q и κki (то есть, нам интересно узнать, как «отличаются»
собственные числа оператора Лапласа-Бельтрами с потенциалом взятого на M
от собственных чисел оператора Лапласа-Бельтрами рассматриваемого на стан-
дартной сфере). Решение поставленной задачи будет проведено в три этапа:
1. Построение формулы регуляризованного следа для собственных чисел опера-
тора −∆M = −∆˜M +B и −∆˜M (то есть для λki и κki);
2. Построение формулы регуляризованного следа для собственных чисел опера-
тора −∆M + q и −∆M (то есть для µki и λki);
3. Сведение и вычисление общей формулы регуляризованного следа для µki и
κki, с помощью результатов пунктов 1. и 2.
Опишем эти этапы более подробно.
1. Построение формулы регуляризованного следа для собственных
чисел оператора −∆M = −∆˜M +B и −∆˜M .
Положим νki = λki−k(k+1), здесь i = 0, . . . , 2k. Имеет место асимптотическое
разложение при k →∞ (см., например, [14]):
2k∑
i=0
νki = a0(2k + 1) + a1 + a2(2k + 1)
−1 +O(k−2), (8)
а значит и
2k∑
i=0
λki = (2k + 1)k(k + 1) + a0(2k + 1) + a1 + a2(2k + 1)
−1 +O(k−2). (9)
Из последней формулы видно, что для вычисления первого следа нам необхо-
димо знать коэффициенты a0, a1 и a2.
Введем в рассмотрение ряды F (t) =
∞∑
k=0
(2k + 1)e−k(k+1)t и L(t) =
∞∑
k=0
e−λkt.
Поскольку λk ∼ k, то L(t) равномерно сходится при 0 < t0 ≤ t < +∞ ∀t0.
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Исследуя ряд
L(t) =
∞∑
k=0
2k∑
i=0
e−λkit =
∞∑
k=0
2k∑
i=0
e−(k(k+1)+νki)t =
∞∑
k=0
e−k(k+1)t
2k∑
i=0
e−νkit,
проведя все необходимые оценки, можно показать, что при t→ 0
L(t) = F (t)− a0tF (t)− a1t
∞∑
k=0
e−k(k+1)t − a2t
∞∑
k=0
e−k(k+1)t(2k + 1)−1 +O(t), (10)
а окончательно исследовав асимптотики при t→ 0 для рядов ∑∞k=0 e−k(k+1)t и∑
∞
k=0 e
−k(k+1)t(2k + 1)−1 (см., например, [5]), получить что
L(t) = F (t)− a0tF (t) + a1 1
2
√
πt1/2 − a2t ln t+O(t). (11)
Для оператора являющегося самосопряженным расширением оператора−∆M
известна асимптотика его тета-функции, совпадающая с L(t) ( см., например,
[15]):
L(t) = t−1
∞∑
j=0
ljt
j , (12)
и аналогично для F (t)
F (t) = t−1
∞∑
j=0
fjt
j. (13)
Из этих формул и (11) следует, что a1 = 0 и a2 = 0 и осталось вычислить только
a0. Подставим (13) в (11) и перепишем:
L(t) = (f0
1
t
+ f1)− a0f0 +O(t), при t→ +0. (14)
Сравнивая получившуюся формулу с (12), получаем, что
l0 = f0 и l1 = f1−a0f0, а следовательно, a0 = f1 − l1
f0
, где l1, f1, f0 коэффициенты
соответствующих тета-функций операторов и их можно вычислить через значе-
ния аналитического продолжения дзета-функций данных операторов, а значит
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ряд
∞∑
k=0
(
2k∑
i=0
λki − k(k + 1)(2k + 1)− a0(2k + 1)
)
сходится абсолютно.
Для оценки правой части ряда удобно рассмотреть разность рядов L(t) −
(1 − a0t)F (t) при t → 0. Выполнив все необходимы выкладки и оценки можно
получить, что
∞∑
k=0
(
2k∑
i=0
λki − k(k + 1)(2k + 1)− a0(2k + 1)
)
e−k(k+1)t =
=
1
t
((1− a0t)F (t)− L(t)) + 1
2
∞∑
k=0
e−k(k+1)t
(
2k∑
i=0
(λki − k(k + 1))2
)
t + o(1).
(15)
Рассмотрим второе слагаемое правой части. Как уже отмечалось выше, мо-
жем воспользоваться результатами работы [11] для нахождения асимптотики
кластеров, так как символ усреднения оператора B нам известен и определен
формулой (5). Значит при k →∞ верно
2k∑
i=0
(λki − k(k + 1))2 ∼ 2k + 1
4π2
∫
S∗M
(σav)2dv +O(1),
где S∗M расслоение единичных сфер в кокасательном пространстве; dv - кано-
нический элемент объема S∗M .
Далее, подставив асимптотики (12) и (13) в (15) при t→ 0 получим
∞∑
k=0
(
2k∑
i=0
λki − k(k + 1)(2k + 1)− a0(2k + 1)
)
=
= lim
t→+0
1
t
((1− a0t)F (t)− L(t)) + 1
8π2
∫
S∗M
(σav)2dv =
= f2 − l2 − a0f1 + 1
8π2
∫
S∗M
(σav)2dv,
(16)
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где σav определен в (5), a0 =
f1 − l1
f0
, li - коэффициенты разложения тета-функ-
ции L(t) (12) и fi - коэффициенты разложения тета-функции F (t) (13).
2. Построение формулы регуляризованного следа для собственных
чисел оператора −∆M + q и −∆M .
Все рассуждения приведенные выше можно повторить и для этого случая –
для построения регуляризованного следа для µki и λki. Аналогично положим
ν ′ki = µki − λki, здесь k = 1, 2, . . . , i = 0, . . . , 2k и запишем асимптотическое
разложение при k →∞:
2k∑
i=0
ν ′ki = b0(2k + 1) + b1 + b2(2k + 1)
−1 +O(k−2). (17)
Введем в рассмотрение ряд M(t) =
∞∑
k=0
e−µkt и так как для оператора являю-
щегося самосопряженным расширением оператора −∆M + q известна асимпто-
тика его тета-функции, совпадающая с M(t), то запишем:
M(t) = t−1
∞∑
j=0
mjt
j . (18)
Проводя аналогичное исследование, только для собственных чисел µki и λki, с
использованием асимптотикM(t) и L(t) можно показать, что в (17) b1 и b2 равны
нулю, а b0 =
l1 −m1
l0
и ряд
∞∑
k=0
(
2k∑
i=0
(µki − λki)− b0(2k + 1)
)
сходится абсолютно.
Проводя аналогичное исследование для нахождения правой части этого ряда,
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получим формулу, аналогичную (15):
∞∑
k=0
(
2k∑
i=0
(µki − λki)− b0(2k + 1)
)
e−λkit =
=
1
t
((1− b0t)L(t)−M(t)) + 1
2
∞∑
k=0
e−λkit
(
2k∑
i=0
(µki − λki)2
)
t + o(1).
(19)
Рассмотрим второе слагаемое правой части. Аналогично, из [11] следует, что
для внутреннего ряда при k →∞ верно
2k∑
i=0
(µki − λki)2 ∼ 2k + 1
4π2
∫
S∗M
(qav)2dv +O(1),
где S∗M расслоение единичных сфер в кокасательном пространстве; dv - кано-
нический элемент объема S∗M ; символ усреднения
qav =
1
2π
2pi∫
0
(exp tΞ)∗(q)dt, (20)
где Ξ - гамильтоново векторное поле на T ∗M \ {0}.
Тогда, окончательно переходя в (19) к пределу при t→ +0 и пользуясь фор-
мулами (18) и (12), получаем:
∞∑
k=0
(
2k∑
i=0
(µki − λki)− b0(2k + 1)
)
=
= lim
t→+0
1
t
((1− b0t)L(t)−M(t)) + 1
8π2
∫
S∗M
(qav)2dv =
= l2 −m2 − b0l1 + 1
8π2
∫
S∗M
(qav)2dv,
(21)
где qav определен в (20), b0 =
l1 −m1
l0
, li - коэффициенты разложения тета-функ-
ции L(t) (12) и mi - коэффициенты разложения тета-функции M(t) (18).
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3. Сведение и вычисление общей формулы регуляризованного сле-
да для −∆M + q.
Сложим левые и правые части формул (16) и (21) и получим:
∞∑
k=0
(
2k∑
i=0
µki − k(k + 1)(2k + 1)− (a0 + b0)(2k + 1)
)
=
= f2 − a0f1 + 1
8π2
∫
S∗M
(σav)2dv −m2 − b0l1 + 1
8π2
∫
S∗M
(qav)2dv,
(22)
где σav определен в (5), qav определен в (20), a0 =
f1 − l1
f0
, b0 =
l1 −m1
l0
, mi -
коэффициенты разложения тета-функции M(t) (18), li - коэффициенты разло-
жения тета-функции L(t) (12) и fi - коэффициенты разложения тета-функции
F (t) (13).
Для получения окончательного ответа нам необходимо предъявить явный
вид коэффициентов асимптотик M(t), L(t) и F (t), участвующих в ответе. Сна-
чала отметим, что асимптотику F (t) можно вычислить напрямую исследуя ряд
F (t) =
∞∑
k=0
(2k+1)e−k(k+1)t, например, с помощью [5] и получить, что при t→ +0
F (t) = t−1 +
1
3
+
1
15
t +O(t2),
а значит f0 = 1, f1 =
1
3
и f2 =
1
15
. Выше также было отмечено, что f0 = l0 = m0,
а значит f0 = l0 = m0 = 1.
Для исследования M(t) и L(t) будем пользоваться иными соображениями.
Хорошо известно, что θ-функция и ζ-функция связаны преобразованием Мел-
лина и искомые коэффициенты разложения тета-функций выражаются через
аналитические значения дзета-функций, а именно
m1 = ζ−∆M+q(0), m2 = −ζ−∆M+q(1),
где ζ−∆M+q(0) и ζ−∆M+q(1) - значения аналитического продолжения дзета-функ-
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ции оператора −∆M + q в точках 0 и 1. Аналогично для L(t):
l1 = ζ−∆M (0), l2 = −ζ−∆M (1),
где ζ−∆M (0) и ζ−∆M (1) - значения аналитического продолжения дзета-функции
оператора −∆M в точках 0 и 1.
В теории ПДО известна стандартная процедура (см., например, [16]) построе-
ния параметрикса для классического эллиптического ПДО на замкнутом много-
образии. В ее основе — нахождение символа параметрикса, как асимптотической
суммы неких однородных функций, которые, в свою очередь определяются че-
рез однородные компоненты символа самого оператора с применением формулы
композиции. В случае, когда оператор дифференциальный, с помощью такого
метода, удается получить компоненты разложения символа резольвенты по ре-
куррентным формулам и с помощью их, получить искомые значения аналити-
ческого продолжения ζ-функции. В нашем случае, когда метрика многообразия
задана в абстрактном виде, вычислительная сложность решения задачи сильно
возросла и решение во многом было получено с помощью символьного програм-
мирования в пакете Wolfram Mathematica 9 [17].
ζ−∆M+q(0) =
1
4π
∫∫
M
(
1
3
KM − q(u1, u2)
)√
detgdu1du2,
ζ−∆M+q(1) = −
1
60π
∫∫
M
(∆MKM +K
2
M)
√
detgdu1du2−
− 1
24π
∫∫
M
(−∆Mq(u1, u2) + 3q2(u1, u2)− 2q(u1, u2)γ(ML))√detgdu1du2,
где
√
detg =
√
Ap(u1, u2)Cp(u1, u2)−B2p(u1, u2) - корень из определителя матри-
цы метрического тензора и
KM =
1
4 (Bp(u1, u2)2 − Ap(u1, u2)Cp(u1, u2))2
×(
Cp(u1, u2)Ap
′
u2
(u1, u2)
2 − 2Bp(u1, u2)Ap′u2(u1, u2)Bp
′
u2
(u1, u2)+
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Ap(u1, u2)Ap
′
u2
(u1, u2)Cp
′
u2
(u1, u2) + 2Bp(u1, u2)
2Ap
′′
u2u2
(u1, u2)−
2Ap(u1, u2)Cp(u1, u2)Ap
′′
u2u2
(u1, u2)− 2Cp(u1, u2)Bp′u2(u1, u2)Ap
′
u1
(u1, u2)+
Bp(u1, u2)Cp
′
u2
(u1, u2)Ap
′
u1
(u1, u2) + 4Bp(u1, u2)Bp
′
u2
(u1, u2)Bp
′
u1
(u1, u2)−
2Ap(u1, u2)Cp
′
u2
(u1, u2)Bp
′
u1
(u1, u2)−Bp(u1, u2)Ap′u2(u1, u2)Cp
′
u1
(u1, u2)+
Cp(u1, u2)Ap
′
u1
(u1, u2)Cp
′
u1
(u1, u2)− 2Bp(u1, u2)Bp′u1(u1, u2)C
′
u1(u1, u2)+
Ap(u1, u2)Cp
′
u1
(u1, u2)
2 − 4Bp(u1, u2)2Bp′′u1u2(u1, u2)+
4AAp(u1, u2)Cp(u1, u2)Bp
′′
u1u2
(u1, u2) + 2Bp(u1, u2)
2Cp
′′
u1u1
(u1, u2)−
2Ap(u1, u2)Cp(u1, u2)Cp
′′
u1u1
(u1, u2)
)
— гауссова кривизна M.
Таким образом, получили, что
m1 =
1
4π
∫∫
M
(
1
3
KM − q(u1, u2)
)√
detgdu1du2,
m2 =
1
60π
∫∫
M
(∆MKM +K
2
M)
√
detgdu1du2+
+
1
24π
∫∫
M
(−∆Mq(u1, u2) + 3q2(u1, u2)− 2q(u1, u2)γ(ML))√detgdu1du2,
(23)
Заметим, что вычисление этих значений опиралось в большей степени на вид
метрики многообразия и на вид оператора на ней. Нетрудно увидеть, что
ζ−∆M+q(∗) при q = 0, есть ζ−∆M (∗). Тогда получаем, что
l1 =
1
4π
∫∫
M
(
1
3
KM
)√
detgdu1du2, l2 =
1
60π
∫∫
M
(∆MKM +K
2
M)
√
detgdu1du2.
(24)
Формулы содержащие интеграл от гауссовой кривизны по многообразию (дляm1
и l1) можно упростить используя формулу Гаусса-Бонне, то есть воспользовать-
ся тем, что
∫∫
M
KM
√
detgdv2dv3 = 2πχ(M), где χ(M) - характеристика Эйлера,
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которая в данном случае равна 2. И тогда окончательно можем сформулировать
главный результат этой работы.
ТЕОРЕМА: Пусть M ∈ SC2pi — многообразие, метрика которого является воз-
мущением метрики стандартной сферы и задана формулой (2), q - бесконечно-
дифференцируемая комплекснозначная функция на M , тогда для собственных
чисел оператора −∆M + q верно равенство:
∞∑
k=0
2k∑
i=0

µki − k(k + 1)− 1
4π
∫
M
qdS

 =
=
1
8π2
∫
S∗M
(qav)2dv +
1
8π2
∫
S∗M
(σav)2dv +
1
15
−
− 1
60π
∫
M
(∆MKM +K
2
M)dS −
1
24π
∫
M
(−∆Mq + 3q2 − 2q(KM − 1)) dS,
где KM - гауссова кривизна M , S
∗M - расслоение единичных косфер над M , dv
- каноническая форма объема на S∗M , qav =
1
2π
2pi∫
0
(exp tΞ)∗(q)dt, где Ξ - гамиль-
тоново векторное поле на кокасательном расслоении T ∗M \ {0}, определяемое
римановой структурой на M , σav =
1
2π
2pi∫
0
(exp tΞ)∗(σ)dt, где σ =
1
4
(KM − 1+[
1
3
(KM)vu
3
r∫
0
(KM)vJ
3ds− (KM)vu2J
r∫
0
(KM)vuJ
2ds
]
), где v - единичный вектор
нормали к геодезической γ, J(r, ω) - объемная плотность в геодезических по-
лярных координатах, то есть dvol(γ) = J(r, ω)drdω, u и v - фундаментальные
решения уравнения Якоби вдоль геодезической γ с условиями
(
u(0) v(0)
u˙(0) v˙(0)
)
=(
1 0
0 1
)
.
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